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                    Η  έννοια του 3- διανύσματος στον Ευκλείδειο χώρο

            Η  έννοια του 3-διανύσματος στον Ευκλείδειο χώρο .
Γράφει ο Γιώργος Μπαντές   www. mpantes,gr
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 «…Υπάρχει μια σιωπηρή υπόθεση για όλες τις φυσικές θεωρίες που δημιουργήθηκαν μέχρι σήμερα , ότι πίσω από τα φυσικά φαινόμενα βρίσκεται μια μοναδική μαθηματική δομή, την οποία, η φυσική θεωρία έχει ως στόχο να αποκαλύψει. Σύμφωνα με αυτή την υπόθεση, οι μαθηματικοί τύποι της φυσικής  ανακαλύφθηκαν δεν επινοήθηκαν, για παράδειγμα οι μετασχηματισμοί του Λόρεντζ ανήκουν  εξ’  ίσου στη φυσική πραγματικότητα όσο ένα τραπέζι ή μια καρέκλα..» (Relativity: the special theory J.L.Synge P.163)
                                                   EΙΣΑΓΩΓΗ     .

                 Οι μαθηματικές μορφές της φύσης    .

Ένα από τα κεντρικά δόγματα της φυσικής και της γεωμετρίας είναι ότι οι νόμοι  τους είναι  εφαρμόσιμοι σε κάθε περιοχή του Ευκλείδειου χώρου. Με άλλα λόγια αν κάποιος εκτελεί ένα πείραμα εδώ (μέτρηση) και έχει ένα ορισμένο αποτέλεσμα, τότε κάποιος άλλος εκτελώντας το ίδιο πείραμα αλλού, θα πρέπει να εξάγει το ίδιο αποτέλεσμα. Οι δύο πειραματιστές εκτελώντας το υποθετικό μας πείραμα , εύλογα θα χρησιμοποιήσουν ένα σύστημα συντεταγμένων . Συνήθως τα δύο συστήματα δεν συμπίπτουν, αφού η εκτέλεση του πειράματος γίνεται σε άλλο μέρος και με διαφορετικό προσανατολισμό (ως προς τα αστέρια) των αξόνων. Όμως εμείς αναμένουμε τα «ίδια αποτελέσματα» στα δύο πειράματα! Τι ακριβώς εννοούμε με την πρόταση αυτή; 

Δεν εννοούμε πάντως ότι οι δύο πειραματιστές θα βρουν τους ίδιους αριθμούς σε όλες τις μετρήσεις, για παράδειγμα οι αριθμοί που προσδιορίζουν τη θέση ενός σημείου είναι διαφορετικοί στα διάφορα συστήματα συντεταγμένων. 

Αυτό που πραγματικά περιμένουμε είναι ότι οι φυσικοί ή γεωμετρικοί νόμοι που εμφανίζονται να ισχύουν στο ένα σύστημα , θα  ισχύουν και στο άλλο.  Λέμε ότι στην πραγματικότητα  οι φυσικοί ή οι γεωμετρικοί  νόμοι δεν εξαρτώνται από την εκλογή του συστήματος συντεταγμένων. Αν δηλαδή ένας νόμος της φύσης (δεύτερος νόμος του Νεύτωνα, Πυθαγόρειο θεώρημα)  επαληθεύεται σε ένα σύστημα συντεταγμένων τότε αυτόματα πρέπει να επαληθεύεται σε κάθε άλλο σύστημα. 

Πού όμως βρίσκεται η καρδιά αυτής της δυνατότητας στη διεύρυνση της διατύπωσης των νόμων; Βρίσκεται σε αυτό που αποκαλούμε ‘μαθηματικές μορφές της φύσης’  (άρθρο Αριστοτελικές μορφές και μαθηματικά) και θα το κατανοήσουμε με το ακόλουθο παράδειγμα.

Ας πάρουμε,  κάποιο  Καρτεσιανό σύστημα (ορθογωνίων) αξόνων. Οι συντεταγμένες ενός σωματιδίου δίνονται τότε από την τριάδα 
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 και αν οι προβολές της δύναμης (θεωρούμε ένα ζεύγος φορτισμένα σωματίδια, το ένα σταθερό στην αρχή Ο και το άλλο στο σημείο Ρ, στο οποίο ασκείται η δύναμη) στους άξονες του καρτεσιανού συστήματος που επιλέξαμε  είναι 
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 τότε η κίνηση του σωματιδίου ικανοποιεί σύμφωνα με τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα τις τρεις εξισώσεις:
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Ας θεωρήσουμε ένα  νέο σύστημα αξόνων στρέφοντας το αρχικό σύστημα γύρω από κάποιο άξονα κατά μία συγκεκριμένη γωνία. Έστω  ότι η στροφή γίνεται περί τον άξονα 
[image: image8.wmf]z

 και συνεπώς οι συντεταγμένες στα δύο συστήματα συνδέονται μέσω του (γραμμικού) μετασχηματισμού στροφής:
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Aς υπολογίσουμε τις προβολές της δύναμης στο νέο σύστημα αξόνων.   Αυτό απαιτεί τον προσδιορισμό των προβολών των  δυνάμεων στους νέους άξονες που δεν μπορεί να γίνει παρά αν δεχθούμε  την αρχή ότι  οι δυνάμεις που ασκούνται σε ένα σώμα  μπορούν να προστεθούν με τον κανόνα του παραλληλογράμμου Αυτό είναι το πρώτο πόρισμα του Νεύτωνα. Ο Νεύτων ουσιαστικά προϋποθέτει ότι η δύναμη είναι «διανυσματικό» μέγεθος, δίχως να το γράφει εκπεφρασμένα, και o Γαλιλαίος ότι ισχύει η αρχή της ανεξαρτησίας των δυνάμεων. Θα έχουμε τότε  ότι 
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 διότι ο άξονας 
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παραμένει ο ίδιος.  Η δύναμη στον άξονα 
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 θα δίνεται από την προβολή στον άξονα αυτό της δύναμης 
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 που ασκείται κατά τη διεύθυνση του άξονα 
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 και την προβολή της δύναμης 
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 που ασκείται κατά τη διεύθυνση του άξονα 
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. Ομοίως υπολογίζουμε την 
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. Συνεπώς οι προβολές της δύναμης μετασχηματίζονται ως εξής:
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Τι μορφή έχει ο νόμος του Νεύτωνα στο νέο σύστημα;

Διαφορίζοντας τις (2) και κάνοντας χρήση των (3) έχουμε
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Συνεπώς η μορφή της εξίσωσης παραμένει αμετάβλητη, νόμος του Νεύτωνα ισχύει και στο νέο σύστημα αναφοράς. Η καρδιά του μετασχηματισμού είναι ότι οι συντεταγμένες της δύναμης μετασχηματίζονται με τον ίδιο τρόπο όπως και οι συντεταγμένες της θέσης. Η αλλαγή δηλαδή των συντεταγμένων της για μια συγκεκριμένη αλλαγή του συστήματος αναφοράς δεν είναι αυθαίρετη  αλλά υπακούει συγκεκριμένους μαθηματικούς κανόνες.
 Το μαθηματικό αυτό  συμπέρασμα βασίζεται στις φυσικές παραδοχές της Νευτώνειας μηχανικής για τη φύση της δύναμης, που είναι αποτέλεσμα πειραμάτων και παρατηρήσεων. Την έννοια του διανύσματος   την παρατηρήσαμε αρχικά στη φύση. 

Υπάρχουν λοιπόν μεγέθη στη φύση (όπως η δύναμη) που σε μια αλλαγή αξόνων μεταβάλλονται όπως οι συντεταγμένες . Αυτό εξασφαλίζει την αναλλοίωτη μορφή των νόμων σε έναν κόσμο που δεν έχει φτιαχτεί από εμάς. Αυτό το εντόπισαν οι μαθηματικοί και το διεύρυναν σε αυτό που αποκαλούμε διανυσματικό ή τανυστικό λογισμό..
Ιστορική αναδρομή

Τα διανύσματα

Οι εξισώσεις μετασχηματισμών των συντεταγμένων

Οι εξισώσεις μετασχηματισμού των διανυσμάτων 

Τα αναλλοίωτα μεγέθη

Ευκλείδεια γεωμετρία και Νευτώνεια φυσική

Φιλοσοφικά σχόλια , Αριστοτέλης

Ιστορική αναδρομή

Πράγματι στο παράδειγμά μας, το φυσικό φαινόμενο είναι αυτό της δύναμης, και η υποκείμενη μαθηματική δομή είναι ο διανυσματικός λογισμός. Με την ανάπτυξη της χρήσης των διανυσματικών μεθόδων, είχαμε μια άνθιση της θεωρητικής φυσικής και με την αρχή του 20ου, η διανυσματική ανάλυση έχει σταθερά περιχαρακωθεί ως ένα εργαλείο για ανάπτυξη της γεωμετρίας και της θεωρητικής φυσικής.
Αν κοιτάξουμε πίσω στον 19ο αιώνα, φαίνεται ότι υπήρχε η ανάγκη μιας μαθηματικής θεωρίας μέσω της οποίας θα μπορούσαν να περιγραφούν οι φυσικοί νόμοι  και να ελεγχθεί η παγκοσμιότητά τους. Μιλώντας σχηματικά δύο άνθρωποι διακρίθηκαν προς αυτήν την κατεύθυνση, οι Χάμιλτον
 (Hamilton) και Γκράσμαν(Grassmann) ο Χάμιλτον προσπάθησε να βρει  τα κατάλληλα μαθηματικά εργαλεία με τα οποία θα μπορούσε να εφαρμόσει τη Νευτώνεια μηχανική σε διάφορες περιοχές της αστρονομίας και της φυσικής. Ο Γκράσμαν ανέπτυξε μια αλγεβρική δομή στην οποία θα μπορούσε να βασιστεί μια γεωμετρία οσωνδήποτε διαστάσεων. Τα τετραδόνια του Χάμιλτον και και ο λογισμός των υπερμιγαδικών αριθμών του Γκράσμαν αποδείχτηκαν αρκετά πολύπλοκα για μια σύντομη μαθητεία και εύκολη εφαρμογή, αλλά από αυτά δημιουργήθηκε ο πολύ ευκολότερα αντιληπτός και εφαρμόσιμος κλάδος της διανυσματικής ανάλυσης. Η εργασία αυτή οφείλεται κατά κύριο λόγο στον Αμερικανό φυσικό John Willard Gibbs (1839-1903) και διδάσκεται σε κάθε σπουδαστή της στοιχειώδους φυσικής.
Τα διανύσματα  .

Τι βρίσκεται πίσω από τη φυσική έννοια της ταχύτητας; Της δύναμης; Της επιτάχυνσης; είναι η μαθηματική έννοια του διανύσματος. Είναι μια καινούργια έννοια , αφού η δύναμη έχει  μέτρο, διεύθυνση  και φορά, και πληρεί τη φυσική αρχή  ότι οι δυνάμεις που ασκούνται σε ένα σώμα προστίθενται με τον κανόνα του παραλληλογράμμου. Αυτό είναι το πρώτο αξίωμα του Νεύτωνα.
Αυτές είναι οι βασικές φυσικές υποδείξεις για τη μαθηματική διαπραγμάτευση της διανυσματικής
 γεωμετρίας  όπου

ο όρος διάνυσμα δηλώνει μια μεταφορά ή μια μετατόπιση α στο χώρο.
. Η πρόταση ότι η μετατόπιση α μεταφέρει το σημείο Α στο σημείο Β («μετασχηματίζει» το Α σε Β ) μπορεί επίσης να διατυπωθεί ότι το Β είναι το τελικό σημείο του διανύσματος α  του οποίου η αρχή είναι το σημείο Α. Αν τα Α και Β είναι δύο σημεία τότε υπάρχει μία και μόνο μία μετατόπιση α η οποία μετασχηματίζει το Α σε Β  Θα την ονομάζουμε διάνυσμα που ορίζεται από τα Α και Β και θα το συμβολίζουμε με 
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Υπάρχουν δύο θεμελιώδεις πράξεις οι οποίες υπόκεινται σε ένα σύστημα νόμων , η 

 1. πρόσθεση α+b=c   δύο διανυσμάτων (είναι η μεταφορά  που δημιουργούν δύο διαδοχικές μεταφορές (νόμος του παραλληλογράμμου) , και ο 

2. πολλαπλασιασμός διανύσματος με αριθμό b=λα
 (ορίζεται δια μέσου της πρόσθεσης) .
Οι νόμοι των πράξεων είναι 

a+b=b+a
(a+b)+c=a+(b+c)
Αν α και c είναι δύο διανύσματα τότε υπάρχει ένα και μόνο ένα διάνυσμα  x για το οποίο πληρεί την εξίσωση  a+ x=c
(λ+μ)a=(λa)+(μa)

λ(μa)=(λμ)a 

1.a=a
λ(a+b)=(λa)+(λb)

στη στοιχειώδη φυσική, το διάνυσμα παρίσταται γραφικά με ένα προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα , ή βέλος. Αυτή είναι η μεταφορά ή η μετατόπιση που περιγράφει ο Weyl. Έτσι στη στοιχειώδη φυσική , το διάνυσμα είναι κάτι φανερό κάτι συγκεκριμένο και διαισθητικά απλό, είναι γεωμετρικό. Στη θεωρητική φυσική έγινε ιδέα, κάτι εγκεφαλικό , συνδεδεμένο με την άλγεβρα. Το πρώτο είναι ένα σκίτσο του δεύτερου. Αυτή είναι η πορεία των μαθηματικών. Η φόρμουλα για το αλγεβρικό διάνυσμα είναι η παλιά επαναστατική σύνδεση από τον Καρτέσιο της γεωμετρίας με την άλγεβρα δηλαδή μιας εικόνας με την αφηρημένη και στέρεα αλήθεια των αριθμών , ένας καλός συνδυασμός της διαίσθησης και της αυστηρότητας , δια μέσου εννοιών , στο κέντρο των οποίων βρίσκεται το πασίγνωστο σύστημα αναφοράς  μια από τις σπουδαιότερες γενικεύσεις των μαθηματικών. 
Δια μέσου του συστήματος αναφοράς , ένα  σύνολο διατεταγμένων τριάδων πραγματικών αριθμών , μπορεί να τεθεί σε μία 1-1 αντιστοίχηση  με τα σημεία ενός τρισδιάστατου Ευκλείδειου χώρου. Οπωσδήποτε πολλές όψεις της σύγχρονης φυσικής δεν μπορούν να περιγραφούν  σε όρους του τρισδιάστατου Ευκλείδειου μοντέλου. Όμως οι ιδέες της διανυσματικής ανάλυσης όταν εκφραστούν με κατάλληλο συμβολισμό  επεκτείνονται άμεσα  σε έναν ν-διάστατο χώρο  και η χρήση τους στη φυσική φαίνεται άμεσα στην ειδική και τη γενική σχετικότητα.

Με την αλλαγή της εικονοποίησης των σημείων , επέρχεται και αλλαγή στην περιγραφή των διανυσμάτων:
Το σύνολο { Α1, Α2, Α3 }  όλων των τριάδων (Α1, Α2, Α3 ),  ( Α΄1, Α΄2, Α΄3 ) κλπ. που ορίζονται από τις ορθές προβολές του διανυσματικού βέλους επάνω στους άξονες του συνδεόμενου ορθογώνιου Καρτεσιανού συστήματος ονομάζεται Καρτεσιανό διάνυσμα . Οι πολλές τριάδες σημαίνουν πολλά συστήματα αναφοράς , αλλά όλες αντιπροσωπεύουν το  ίδιο Καρτεσιανό διάνυσμα , το οποίο έχει μια οικογένεια βελών ως γεωμετρικό του αντιπρόσωπο. Ο συνδυασμός των ορθογώνιων προβολών με το νόμο του παραλληλογράμμου είναι η βάση όλου του φορμαλισμού της διανυσματικής ανάλυσης.

Ένα Καρτεσιανό διάνυσμα (Α1, Α2, Α3 ),  παρίσταται γραφικά από ένα βέλος , με αρχή την αρχή του συστήματος και τέλος το σημείο με συντεταγμένες (Α1, Α2, Α3 ), αλλά αυτή δεν είναι  η μοναδική αναπαράσταση. Ένα βέλος με αρχικά και τελικά σημεία τα (a,b,c)  και  (A,B,C)  έτσι ώστε  A1=A-a,  A2=B-b,  A3=C-c μπορεί να θεωρηθεί ένα αντιπροσωπευτικό της τριάδας (Α1, Α2, Α3 ).

Ένα Καρτεσιανό διάνυσμα ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων, χαρακτηρίζεται από  μέγεθος, διεύθυνση, και φορά , και οι συνιστώσες του ως προς ένα σύστημα συντεταγμένων πληρεί τους αλγεβρικούς τύπος των τριάδων  δηλαδή τις θεμελιώδεις πράξεις 1 και 2  των βελών που αναφέραμε, εκφρασμένες αλγεβρικά, αν ορίσουμε
a=(a1,a2,…..an)   b=(b1,b2,….bn)
i.e (a1,a2,…..an)+(b1,b2,….bn)=(a1+b1, a2+b2+……an,bn).

 λ.a=λ(a1,a2,…..an)= (λa1,λa2,…..λan)      .

τώρα είναι δυνατή μια αναλυτική διαπραγμάτευση της διανυσματικής γεωμετρίας , όπου κάθε διάνυσμα περιγράφεται με τις συνιστώσες του , και κάθε σημείο με τις συντεταγμένες του.

Πως όμως σχετίζονται οι τριάδες (A1, A2, A3),  (A1΄, A2΄, A3΄) κλπ;

Οι εξισώσεις μετασχηματισμών των συντεταγμένων  .

[image: image1.emf]Ένα ορθογώνιο Καρτεσιανό σύστημα
 εγκαθιστά όπως είδαμε μια 1-1 αντιστοίχηση  μεταξύ των σημείων του Ευκλείδειου τρισδιάστατου χώρου με το σύνολο όλων των διατεταγμένων τριάδων . ένα δεύτερο ορθογώνιο Καρτεσιανό σύστημα εγκαθιστά μια άλλη αντιστοίχηση σε κάθε σημείο. Ποια είναι η φύση εκείνων των μετασχηματισμών που συνδέουν τέτοιες αντιστοιχήσεις για το ίδιο σημείο του τρισδιάστατου χώρου;
Οι δύο ειδικοί μετασχηματισμοί των συντεταγμένων για το παράδειγμά μας της ανάπτυξης της διανυσματικής ανάλυσης , ονομάζονται μεταφορά και στροφή. Είναι γραμμικοί μετασχηματισμοί και συνδέουν ορθογώνια Καρτεσιανά συστήματα. Όλοι οι γραμμικοί μετασχηματισμοί έχουν το χαρακτηριστικό ότι οι θεμελιώδεις πράξεις των σχέσεων 1 και 2  δεν μεταβάλλονται από το μετασχηματισμό δηλαδή ισχύουν για τα μετασχηματισμένα σημεία και διανύσματα 

α΄+b΄=c΄    b΄=λ .a΄………

ΟΡΙΣΜΟΣ 1. 
Οι εξισώσεις των μετασχηματισμών που συνδέουν τις συντεταγμένες 
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στα ορθογώνια συστήματα αναφοράς , των οποίων οι άξονες είναι παράλληλοι είναι 


[image: image27.wmf])

1

....(

..........

..........

0

j

j

j

x

x

x

+

=


Όπου 
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 αντιπροσωπεύουν τις παλιές συντεταγμένες της αρχής του νέου συστήματος Ο΄. Οι (1) ονομάζονται εξισώσεις μεταφοράς. Η μορφή τους παράγεται από την έννοια του Καρτεσιανού διανύσματος.
ΟΡΙΣΜΟΣ 2.

Οι εξισώσεις των μετασχηματισμών που συνδέουν τις συντεταγμένες 
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σε ορθογώνια Καρτεσιανά συστήματα , τα οποία έχουν κοινή αρχή και κοινή μονάδα μέτρησης της απόστασης κατά μήκος των αξόνων, συνδέονται με τις εξισώσεις μετασχηματισμού 
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όπου οι συντελεστές 
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 είναι συνημίτονα κατεύθυνσης που πληρούν τις σχέσεις 
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Οι μετασχηματισμοί των συντεταγμένων (2) είναι υποσύνολο των γραμμικών ή αφφινικών μετασχηματισμών, με γενικό τύπο
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Όπου ισχύουν οι συνθήκες ορθογωνιότητας , είναι οι ορθογώνιοι μετασχηματισμοί, που συνδέουν ορθογώνια Καρτεσιανά συστήματα με κοινή αρχή και παράγονται από τη διανυσματική συμπεριφορά των διανυσματικών μονάδων (βάσεων) στους άξονες των δύο συστημάτων.

Η φυσική τους σημασία είναι ότι περιγράφουν τη στροφή ενός ορθογώνιου Καρτεσιανού συστήματος. Οι ορθογώνιοι μετασχηματισμοί πραγματοποίησαν την πρώτη ενοποίηση της γεωμετρίας ((η Ευκλείδεια μετρική γεωμετρία στο τυχόν σύστημα) και καθώς η γεωμετρία είναι ένας θεμελιώδης κλάδος της φυσικής , αυτή η ενοποίηση θα είναι το μοντέλο της ενοποίησης των φυσικών νόμων σε όλα τα συστήματα αναφοράς.(παγκοσμιότητα)

Όμως τι συμβαίνει με τα διανύσματα; Ποια είναι η βαθύτερη συμπεριφορά τους στο σκηνικό των συστημάτων αναφοράς;

Οι εξισώσεις μετασχηματισμού των διανυσμάτων.

Έχουμε κατανοήσει ότι ένα Καρτεσιανό διάνυσμα (A1, A2, A3) μπορεί να παρασταθεί γραφικά από ένα βέλος , αλλά

Οι συνιστώσες αυτού του βέλους, μετασχηματίζονται ως προς την στροφή, όπως οι συντεταγμένες.
Απόδειξη : αν ο μετασχηματισμός (2) εφαρμοστεί στις συντεταγμένες των Ρ0 και Ρ1 (τα άκρα του διανύσματος) τότε οι διαφορές των συντεταγμένων 
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Δηλαδή το μετασχηματισμό (2).

Μια αντίστοιχη επαλήθευση της πρότασης ισχύει και για τις μεταφορές.

Έτσι έχουμε τον ορισμό του Καρτεσιανού διανύσματος υπό  το φως των μετασχηματισμών:

Ένα Καρτεσιανό διάνυσμα  (A1, A2, A3),  είναι μια συλλογή διατεταγμένων τριάδων, όπου κάθε μια συνδέεται με ένα ορθογώνιο Καρτεσιανό σύστημα και τέτοιες ώστε δύο τυχούσες τέτοιες τριάδες να πληρούν τις εξισώσεις μετασχηματισμού 
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όπου οι μερικές παράγωγοι είναι οι συντελεστές 
[image: image38.wmf]j
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 του γραμμικού μετασχηματισμού (3) των συντεταγμένων.

Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι κάθε συνιστώσα του διανύσματος στο νέο σύστημα είναι ένας γραμμικός συνδυασμός των συντεταγμένων στο αρχικό σύστημα. Έτσι αν όλες οι συνιστώσες ενός διανύσματος είναι μηδενικές στο αρχικό σύστημα, θα είναι επίσης μηδενικές στις νέες μεταβλητές.  Αυτή είναι η σπουδαιότερη ιδιότητα των διανυσμάτων: μια διανυσματική εξίσωση ισχύει σε κάθε ορθογώνιο Καρτεσιανό σύστημα, αν ισχύει σε ένα !  Αυτή είναι η ρίζα της παγκοσμιότητας των γεωμετρικών ή των φυσικών νόμων , όπως θα δούμε στη συνέχεια. Ο νόμος του Νεύτωνα είναι παγκόσμιος  γιατί είναι γραμμένος σε διανυσματική μορφή. Η αναλλοιότητά του στις μεταφορές  είναι η μαθηματική περιγραφή της Νευτώνειας σχετικότητας της κίνησης.
 Τα αναλλοίωτα μεγέθη (scalars).

Μια δεύτερη έννοια που αναπτύσσεται στο διανυσματικό λογισμό  είναι αυτή του αναλλοιώτου (μεγέθους).   Ο ορισμός των αναλλοιώτων αναφέρεται  ότι είναι μια ποσότητα που ορίζει μέγεθος αλλά όχι διεύθυνση. Τέτοιες οντότητες είναι η μάζα, η πυκνότητα, η θερμοκρασία κλπ. Αλλά για τα μαθηματικά το εξέχον παράδειγμα είναι ο πραγματικός αριθμός, καθώς δεν συνδέεται με κανένα μέγεθος. Από ιστορική άποψη το αναλλοίωτο, είναι μια ποσότητα αναλλοίωτη σε όλους τους μετασχηματισμούς των συντεταγμένων (Felix Klein). Το εάν μια αλγεβρική μορφή είναι αναλλοίωτη εξαρτάται από την ομάδα των μετασχηματισμών που αναφερόμαστε. Πάλι τα αναλλοίωτα, όπως και τα διανύσματα συνδέονται με συστήματα αναφοράς και μετασχηματισμούς.
Ευκλείδεια γεωμετρία, Νευτώνεια φυσική και διανύσματα.

Η μαθηματική έρευνα έδειξε ότι τα γνωστά μας γεωμετρικά διανύσματα (βέλη) έχουν κρυμμένες ποιότητες οι οποίες αναδείχτηκαν από τη σχέση τους με τα συστήματα αναφοράς: τους νόμους των μετασχηματισμών τους. Η έννοια του διανύσματος έλαβε τις γνωστές της διαστάσεις από αυτό το γεγονός, παίζοντας έναν σπουδαίο ρόλο σε πολλές περιοχές της γεωμετρίας και της φυσικής. Αυτό το μαθηματικό αποτέλεσμα βρίσκεται κάτω από τις αρχές της σχετικότητας του Νεύτωνα και του Αϊνστάιν, οι οποίες θα ήταν αθεμελίωτες μαθηματικά, χωρίς τη μαθηματική ανακάλυψη των διανυσμάτων και αργότερα των τανυστών.

Η απόσταση και η γωνία  είναι θεμελιώδη μεγέθη για τη μετρική δομή του Ευκλείδειου χώρου. Είναι αναλλοίωτα μεγέθη ως προς το σύνολο των γνωστών μας ορθογώνιων μετασχηματισμών.

Το εσωτερικό γινόμενο μετασχηματίζεται 
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Και η απόσταση των σημείων  
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Οι τύποι αυτοί είναι η πρώτη ενοποίηση της Ευκλείδειας γεωμετρίας. Ένας παρατηρητής που μετράει μια απόσταση και μια γωνία σε ένα ορθογώνιο Καρτεσιανό σύστημα , χρησιμοποιεί τους ίδιους τύπους και βρίσκει το ίδιο αποτέλεσμα με κάποιον άλλο που μετράει τα ίδια μεγέθη σε κάποιο άλλο ορθογώνιο και Καρτεσιανό σύστημα, το οποίο υπόκειται σε μεταφορά ή στροφή του αρχικού.
 Το θέμα του να βρίσκουμε εκείνες τις οντότητες (όπως την απόσταση και τη γωνία), οι οποίες έχουν μια απόλυτη σημασία, υπερβαίνουσα το σύστημα αναφοράς, έχει πρωταρχική σημασία. Η έρευνα αυτή μας δίνει μια κατεύθυνση προς  την οποία έννοιες που αναφέρονται σε ένα ορθογώνιο Καρτεσιανό σύστημα , θα μπορούσαν να γενικευτούν,  καθώς και το πώς θα επιτελέσουμε αυτή τη γενίκευση. Αυτό είναι το κρίσιμο σημείο της παγκοσμιότητας των φυσικών νόμων.  Επί πλέον, η χρήση των Καρτεσιανών συστημάτων αναφοράς θα είναι πολύτιμη στην ανάπτυξη της ειδικής θεωρίας της σχετικότητας.
Ο διανυσματικός φορμαλισμός θα αποδώσει τώρα τη συναλλοιότητα (αναλλοιότητα της μορφής) του δεύτερου νόμου του Νεύτωνα (που είδαμε στην εισαγωγή)  ως προς τη γνωστή μας στροφή ορθογώνιου Καρτεσιανού συστήματος αναφοράς.
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Στο σύστημα Κ έχουμε  

Πολλαπλασιάζοντας με 
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Έτσι ο τύπος της εξίσωσης παραμένει ο ίδιος στο νέο σύστημα (συναλλοίωτος), και ο μαθηματικός φορμαλισμός δείχνει ότι  οι νόμοι του Νεύτωνα έχουν μια παγκόσμια ισχύ στον Ευκλείδειο χώρο , όπου μπορούμε να προσαρμόσουμε ορθογώνια Καρτεσιανά συστήματα. (Άρθρο μου «η αναλλοιότητα και η συναλλοιότητα στη φυσική» mpantes on scribd)

                Φιλοσοφικά σχόλια, Αριστοτέλης   .
Η άποψη του Synge, στην αρχή του άρθρου, για την ανακάλυψη της μαθηματικής δομής της διανυσματικής ανάλυσης, όπου το διάνυσμα είναι ένα μέρος της φυσικής πραγματικότητας όπως το τραπέζι, είναι πολύ ποιητική, αφού κατασκευάζει μια πραγματικότητα από ορατά και ιδεατά πράγματα, όπως το τραπέζι και το διάνυσμα. Το διάνυσμα υπάρχει όπως το τραπέζι, αλλά είναι αόρατο!
Η άλλη απάντηση δόθηκε από τον Αριστοτέλη, και ουσιαστικά την παρακολουθήσαμε στην ιστορία των πραγματικών αριθμών. Όπως είδαμε οι άρρητοι υπάρχουν σε μια αφαιρετική αλυσίδα παραγωγικών συλλογισμών , που ξεκινάει όμως από μεγέθη που δεν μπορούν να μετρηθούν με τους ρητούς (διαγώνιος τετραγώνου με κάθετες πλευρές 1). Γεννήθηκαν στο μυαλό μας,  στον τρόπο που σκεφτόμαστε, υπάρχουν γιατί υπάρχει το Πυθαγόρειο θεώρημα ,  αλλά ξεκινούν από πράγματα που  ακουμπούν στις αισθήσεις. Είναι αυτό που λέμε Αριστοτελικές κι όχι Πλατωνικές μορφές , αν δεν συναντούσαμε τη διαγώνιο του τετραγώνου,  δεν θα δημιουργούσαμε τους άρρητους αριθμούς. 

….Ο Αριστοτέλης έθεσε ως αίτημα κάποια νοητική ιδιότητα αφαίρεσης με την οποία τα (μαθηματικά) αντικείμενα  δημιουργούνται , ή αλλιώς παράγονται ή συλλαμβάνονται με τη θεώρηση των φυσικών αντικειμένων…τα αντικείμενα που έχουν παραχθεί μέσω αφαίρεσης , δεν υπάρχουν πριν από –ή ανεξάρτητα από – τα αντικείμενα   από τα οποία έχουν αφαιρεθεί. Σημειώστε ότι η αριθμητική και η γεωμετρία επαληθεύονται κυριολεκτικά με μια τέτοια ερμηνεία , στην οποία η μόνη εκκρεμότητα είναι μια εξήγηση της αφαίρεσης  (Stewart Shapiro:Σκέψεις για τα μαθηματικά Εκδόσεις Πανεπιστημίου Πατρών)

Η διανυσματική περιγραφή είναι περιγραφή μιας Αριστοτελικής μορφής που αποδίδει όμως πράγματα και καταστάσεις του φυσικού κόσμου, μεγέθη που ορίζονται από μέτρο και διεύθυνση και προστίθενται με τον κανόνα του παραλληλογράμμου, π.χ. τη δύναμη την ταχύτητα κλπ.  Αυτά αποδίδουμε άλλες φορές ως βέλη με μέτρο διεύθυνση και φορά (διανυσματική γεωμετρία) , άλλη ως μια τριάδα αριθμών με ορισμένες ιδιότητες στην αλλαγή συστήματος, (διανυσματική ανάλυση)  δημιουργούμε αφαιρετικά τα αντίστοιχα παραγωγικά συστήματα , σύμφωνα με την Αριστοτελική περιγραφή «Αναλυτικά Ύστερα» άρθρο (Ευκλείδεια γεωμετρία θεμέλια και παράδοξα)
Έτσι το διάνυσμα είναι μια νοητική δημιουργία, μια πρώτη αρχή του διανυσματικου λογισμού, δηλαδή μια πεποίθηση,  μια βάση του παραγωγικού συλλογισμού. Ο συλλογισμός αυτός δημιουργεί μια ιδεατή, λογική ενότητα στο μυαλό μας, η οποία είναι ο ανθρώπινος τρόπος αντίληψης. Τα μαθηματικά δεν είναι ούτε ανακαλύψεις ούτε επινοήσεις, είναι δημιουργία, όπως τα ποιήματα,  αλλά λογική (και ποιητική ως προς την ελευθερία)  δημιουργία, βασισμένη στους κανόνες του παραγωγικού συλλογισμού, και με μούσα (της έμπνευσης)  την ίδια τη φύση, αφού  πράγματι, οι πρώτες αρχές τους, όπως το διάνυσμα, θεμελιώνονται με την παρατήρησή μας στη φύση.
Γιώργος Μπαντές on scribd  μαθηματικός                          www.mpantes.gr
Πηγές 
Herman Weyl (space,time, matter,Dover)

H.Eves (foundations and fundamental concepts of mathematics,Dover)

J.L Synge (Relativity: the special theory, Noth Holland publising Company Amsterdam New York Oxford)

Robert C.Wrede (introduction to vector and tensor analysis, Dover)

Aristotle (Analytica posterioria, internet)
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� Είναι οι κανόνες των ορθογώνιων γραμμικών μετασχηματισμών του Καρτεσιανού συστήματος.


� Άρθρο μου «η απελευθέρωση της άλγεβρας Peacock, Hamilton…»


� Ο όρος διάνυσμα οφείλεται στο Χάμιλτον


� Είναι ο ορισμός του Weyl


� Το άρθρο μου «οι μαθηματικές μορφές της φύσης, οι τανυστές»


� Εξετάζουμε την ειδική αυτή περίπτωση συστήματος για το παράδειγμά μας.
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